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Capitulo 1

Formas Hermitianas

Nosso objetivo nesse capitulo é falar um pouco sobre formas Hermitianas. Essencialmente,
as usaremos para cozinhar métricas Riemannianas e coisas do tipo em regioes do espaco
projetivo. Essa abordagem possui dois aspectos interessantes. O primeiro é que a descri¢ao
dos objetos geométricos em questao tera sabor algébrico e o segundo é que praticamente
nao usaremos coordenadas. Entre os espacos que veremos a frente se encontra o espago
hiperbdlico real, o espago hiperbolico complexo e o projetivo com a métrica de Fubini-Study.

No que segue, o corpo em questao serd sempre K = R ou C. Além disso, estabeleceremos
que o conjugado de um nimero x € R é ele mesmo.

Definicao 1.1 Considere o espago K-linear V- munido de uma fungio (-,-) : VxV = K
satisfazendo

1. para cada w € V a aplicagdo (-,u) € linear;

2. (u,v) = (v,u) para todo u,v € V.
Dizemos que essa fungao (-,-) é uma forma hermitiana em V.
Repare que no caso K = R, o segundo item nos diz que (-,-) é simétrica, isto é,
(u,v) = (v,u)
para todo u,v € V.
Exemplo 1.2 O produto interno (x,y) = r1y1 + T2y2 € forma hermitiana em R?.

Exemplo 1.3 A funcdo drea

(2, ) = det [”“" yl]
T2 Y2

em R? ndo é forma hermitiana, pois (x,y) = (y,x) ndo vale para todo x,y € R2.
De fato, tomando x = (1,0) ey = (0,1), obtém-se (x,y) =1 e (y,x) = —1.



Repare que para uma forma hermitiana qualquer (-, -) sempre vale

(u,u) = (u,u)

e dai segue que (u,u) é sempre um nimero real.
Da definicdo de forma hermitiana conclui-se que

(u, W) = M, u) = X {u,v) = Mu,v)

(u,v1 + v2) = (v +vo,u) = (v1,u) + (vo,u) = (u,v1) + (u, ve),

ou seja, (u,-) é funcional anti—linearﬂ

Observacao 1.4 Explicitemos uma forma hermitiana genérica (-,-) em coordenadas. Se
V' tem uma base by, ..., b,, entdo, escrevendo g;; = (b;,bj), obtém-se a identidade

(z,y) = Z 9ij TiYj,
i?j

onde v =3, xib; e y =3 ;y;b;. De fato,

(z,y) = <inbiazyjbj>
i J
= > willlbi;bj) = 3 _ gijxiT;.
(] 4,J

Definicao 1.5 Dizemos que u,v € V' sdao ortogonais ou perpendiculares se {(u,v) = 0. De
forma mais geral, pode-se dizer que um vetor u € perpendicular ao subespaco linear W C V
se for perpendicular a cada elemento de W. Se W C V' é subespaco linear, entdo o ortogonal
de W € o espago

Wt ={ueV: (uv) =0 para todo v e W}

formado pelos vetores perpendiculares a W. O conjunto W é claramente subespago linear
de V.

Definicao 1.6 Se o unico vetor perpendicular a todos os vetores € o vetor 0, entdo dizemos
que a forma é ndo-degenerada e se (u,u) > 0 para todo u # 0, entdo dizemos que (-,-) é
forma positiva definida ou produto interno. Se (-,-) é produto interno, entdo definimos a
norma de u como sendo o nimero real ndo negativo |u| = (u,u)'/?. Verificaremos mais

tarde que | -| € de fato uma norma.

Repare que se (-,-) é produto interno, entdao é também nao degenerada, porque o tinico
vetor perpendicular a si mesmo é o vetor nulo.

'Uma fungdo f:V — K é funcional anti-linear se f(vi + Av2) = f(v1) 4+ Af(va).
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Definicao 1.7 Dizemos que o subespago W € ndo degenerado se a restri¢io (-,-)|wxw €
ndo degenerada.

Observacao 1.8 Se (-,-) € produto interno em V, entdo todo subespago W € espago com
produto interno com a forma (-,-) induzida. Em particular, todo subespago é ndio degenerado.

Exemplo 1.9 A forma hermitiana (z,w) = zw em C é um produto interno e portanto é
ndo degenerada. A forma (x,y) = x1y1 + T2y2 — x3y3 em R3 € ndo degenerada mas néao é
produto interno. A forma hermitiana (x,y) = x1y; em R? é degenerada.

Exemplo 1.10 No caso em que temos a forma hermitiana nao degenerada (x,y) = x1y1 +
Toy2 —x3y3 em R3, existem subespagos degenerados com respeito a essa forma. Por exemplo,
se W =1[(0,1,1)], entdao temos que a forma induzida em W ¢é a fungdo nula e, portanto,
degenerada.

Proposicao 1.11 Seja W subespaco de V. Temos que W € ndo degenerado se, e so se,
W nwt = {0}

Demonstracao: Provaremos tanto a ida quanto a volta usando a contra-positiva.
Se W é degenerado, entdao ha u € W \ {0} perpendicular a W, ou seja, u € W N W+,
Como u # 0 segue que W N W+ # {0}. Logo,

W N Wt ={0} = W é ndo degenerado.

Por outro lado, se W N W+ # {0}, entdo existe u € W \ {0} perpendicular a W, ou
seja, (u,v) = 0 para todo v € W, implicando que W é degenerado. Logo,

W NWL = {0} < W é ndo degenerado.

Corolario 1.12 Uma forma é ndo degenerada se, e s6 se, V- = {0}.

Definicao 1.13 Uma familia de vetores by, ..., b, é ortonormal se

(bi,bj) =0 quando i#j

<bz‘, b$> S {—1, 0, 1}.

Ao invés de escrever (b;,b;) € {—1,1} toda hora escreveremos (b;,b;) = +1.

Proposicao 1.14 Seja (-,-) uma forma hermitiana em V e seja W subespago de V' nao
degenerado. Vale a identidade W & WL =V.



Demonstragao: Considere uma base by, ...,b; de W e os funcionais
fz(:r;) = (x,bz>

Podemos definir a aplicacdo linear f : V — K* dada por f(z) = (f1(x),..., fr(z)).
Claramente ker f = W+,
Portanto, pelo teorema do ntcleo e imagem,

dimV —dim W+ < k = dim W,

ou seja,
dim W + dim W+ > dim V.

Como W é nao degenerado, concluimos que W N W+ = {0} e dai segue a identidade
WeWwt=v. N

Proposicao 1.15 Suponha que V' € ndo degenerado e W C V ¢é subespago nao degenerado.
Entio W € ndo degenerado.

Demonstracao: Se z € W é perpendicular a todo vetor de W, entdao x é perpendicular
a todo vetor de V porque, pela proposicao V =W @ W+ e z é perpendicular a todo
vetor de W. Logo, x = 0 porque V é nao degenerado. |

Em particular, ainda assumindo as hip6teses da proposicao anterior, como Wit cWe
Wt Wt = V', por causa da proposicao obtém-se W = WL+

Proposicao 1.16 Se V # {0} é nao degenerado, entio existe uw € V nao nulo tal que
(u,uy = +1.

Demonstragao: Suponha por absurdo que para todo u tenhamos (u,u) = 0. Seu € V\{0}
e h é um vetor qualquer, entdo temos

(u+ h,u+ h) = (u,u) + (u, h) + (h,u) + (h, h),

de onde segue que (u, h) + (h,u) = 0 para todo h € V.

Se K = R, entdo temos (u, h) = 0 de onde segue que u € VL, que é uma contradicdo.

Por outro lado, se K = C, entao trocando h por ih temos (u, h) — (h,u) = 0 para todo
h € V. Assim, concluimos que (u, h) = 0 para todo h € V de onde segue que v € V*, que
é uma contradigao.

Logo, sempre existe u € V tal que (u,u) # 0. Definindo v’ = (|{u,u)|)~"/*u temos que
(u',u") = £1, finalizando a prova. 1

—-1/2

Proposicao 1.17 Suponha que V € espaco nao degenerado e suponha que W C V €
subespago préprio ndo degenerado. Entdo existe b € W satisfazendo (b,b) = +1.
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Demonstragao: Pela proposicao concluimos que W+ é ndo degenerado. Como
V=WaeW!eW #V, entdio Wt # {0}. Pela proposicio concluimos que existe
b € W+ satisfazendo (b,b) = +1. |

Proposicao 1.18 Se (-,-) é uma forma hermitiana sobre o espago V' de dimensdo n, entdio
V' admite uma base ortonormal.

Demonstragao: Suponha que a forma (-, -) é ndo degenerada. Existe pela proposicao m
um vetor by tal que (b,b;) = £1.

Se dim V' = 1, entdo o resultado esta provado. Caso contrario, Wi = [b1] é subespago
préprio de V' e nao degenerado. De fato, basta notar que (b, b1) # 0.

Como Wj = [by] é subespaco préprio e nao degenerado, temos pela proposi¢ao que
existe by perpendicular a W e satisfazendo (by, by) = +1.

Se by,b2 geram o espacgo V, entdo finalizamos a prova, caso contrario, repetimos o
processo com Wa = [by,bs]. Repare que Wy é nao degenerado, pois se u € Wa N W,
entdo u = u1b; + ugby e u é perpendicular a W. Como (u,by) = (b1,b1)us = 0 e (u,be) =
(b2, ba)ug = 0, concluimos que u = 0, ja que (by,b1) # 0 e (ba, ba) # 0.

Portanto, iterando o argumento acima conseguimos uma base ortonormal.

Agora tratemos o caso em que (-, -) é degenerada.

Seja W = V+ e Z um subespaco vetorial de V satisfazendo V = W & Z. Considere
a restricio da forma hermitiana (-,-) ao subespago Z. Essa forma hermitiana é néo
degenerada. De fato, se u € Z e (u,v) = 0 para todo v € Z, entdo (u,v) = 0 para todo
v € V pois (u,v) =0 para todov € W eV =W @ Z. Dai segue que u = 0 porque temos
u € ZNW ={0}. Assim, Z é ndo degenerado e, consequentemente, admite base ortonormal
pelo caso em que (-, ) é ndo degenerada. Juntando essa base de Z com uma base qualquer
de W obtemos uma base ortonormal de V. |

Observacao 1.19 Se (-, ) é forma hermitiana em V', entao podemos induzi-la no quociente
V)V pela formula ([u], [v]) = (u,v) e essa serd forma hermitiana. E fdcil ver que a forma
hermitiana (-,-) é ndo degenerada. Em outras palavras, quocientamos por V* para {-,-)
deizar de ser degenerada.

Definicao 1.20 Diremos que um vetor v € positivo se (v,v) > 0, nulo ou isotrépico se
(v,v) =0 e negativo se (v,v) < 0.

Observacao 1.21 A terminologia "isotrépico"vem da fisica. Em relatividade restrita se
estuda R"™! com a forma hermitiana (x,y) = Y1, ;i — Toyo, onde x = (xg,...,Tn)
ey = (Y0,...,Yn). As coordenadas x1,...,x, sdo tidas como coordenadas espaciais e a
coordenada xo é o tempo. Dizemos que o vetor x € tipo espago se (x,z) > 0, tipo tempo se
(x,z) <0 e isotropico se (x,x) = 0.



Proposicao 1.22 (Teorema da Inercia de Sylvester) Para toda base ortonormal existe um
numero 1 de vetores positivos e um numero [_ de vetores negativos, e esses dois nimeros
ndo dependem da escolha de base ortonormal.

Demonstragao: Suponha que a forma (-,-) é ndo degenerada.

Afirmacao: Nenhuma base ortonormal pode conter vetor isotrépico. De fato, suponha
que by, ..., b, é uma base ortonormal e by é isotrépico. Como by é perpendicular aos demais
vetores da base segue que b; é perpendicular a todo vetor de V', o que nao pode ocorrer
porque a forma é nao degenerada.

Considere uma base ortonormal by, . . ., b,, que existe pela proposi¢ao[I.18] e suponhamos
que by, ...,b; sdo os vetores positivos e os demais vetores bg41, ..., b, sdo negativos.

Seja V. um subespaco de dimensao méxima satisfazendo (u,u) > 0 para todo v € V3 \{0}
e seja V_ um subespago de dimensdo maxima tal que (u,u) < 0 para todo u € V_\ {0}.
Claramente

VinVo ={0}, dimVy >k e dimV_>n—k

por causa da nossa base escolhida, ou seja, V =V, @& V_. Logo, dimV, = kedimV_ =n—k.
Como os espagos V_ e V. independem da escolha de base, temos que para toda base
ortonormal a quantidade de termos positivos é dim V. e a quantidade de termos negativos
é¢ dim V_. Em outras palavras, [ =dimV} e[ =dim V_.

Agora tratemos o caso em que a forma é degenerada. Considere o quociente V/V+ e a
forma nao degenerada (-,-) em V/V* obtida de (-,-). Se by,...,b;, ..., b, é base ortonormal
tal que os vetores isotrépicos sdo by, ..., b;, entdo temos que esses | vetores pertencem a V-
e os vetores [bj11],...,[by] formam um conjunto linearmente independente e ortonormal
em V/V+. Como todo vetor de V é combinacao de by,...,b, e [b;] =0 parai=1,...,1,
concluimos que os vetores [bj11],...,[by] geram V/VL, ou seja, dimV/VE = n — [ e,
portanto, dim V+ = [.

Em outras palavras, dim V1 é a quantidade de vetores isotrépicos de uma base qualquer.
Como para toda base ortonormal os vetores nao isotrépicos fornecem uma base ortonormal
para V/V+ concluimos, pelo caso nido degenerado, que a quantidade de vetores positivos e
a quantidade de vetores negativos independem da escolha de base ortonormal. |

Definicao 1.23 Se by,...,b, € uma base ortonormal de V', entdo denotaremos por l4,ly e
l_ a quantidade de vetores positivos, isotrépicos e negativos dessa base, respectivamente.
Como vimos esses numeros independem da escolha de base. Chamaremos a terna (14,1, 1-)
de assinatura da forma (-,-).

Muitas vezes, denotamos a assinatura usando os simbolos +, — e 0. Por exemplo, se
escrevermos que a assinatura é + + +, entdo queremos dizer que [ =3,lp =0el_ =0, se
escrevermos + + —, entdo queremos dizer que Iy =2, lp =0 e l_ =1, e se escrevermos 0,
queremos dizer que [, = 1,1lg =1el_ = 0. A quantidade de +’s simboliza I, a quantidade
de 0’s simboliza [y e a quantidade de —’s simboliza [_.



Uma base ortonormal by, ..., b, nos permite escrever (-,-) como

i’j
onde x = >, x;ib; e y = 3, y;b;. Como a base é ortonormal segue que (b;, bj) =0sei#je
(bi, b;) é sempre 1, 0 ou —1. Assim podemos escrever

<.%', y> = Z CiTiYs,
i

onde ¢; € {—1,0,1}. A quantidade de sinais positivos nessa representacao é [ e a quantidade
de sinais negativos é [_.

Por exemplo, se temos a forma (z,y) = x1y1 +z2y2 — 23y3 em R3, entdo a sua assinatura
é++ —.

Considere a base B = {b1,bs,...,b,}, ndo necessariamente ortonormal, de V' e defina
g5 = (bi,b;). A matriz de Gram da base B é a matriz G® = (g).

Proposicdo 1.24 Se B e C sdo bases de V, entdo signdet GB = sign det G©.

Demonstracao: Temos que bj = >, A;jc; para alguma matriz invertivel A = (A4;;). Assim
temos gfb =i Aiaggfﬂ,, ou seja, GB = A*GC A. Portanto, det(GP) = |det A|?> det(G),
de onde segue o resultado. |

Proposicao 1.25 A matriz de Gram GP tem determinante nulo para alguma base B se, e
s0 se, (-,-) € forma hermitiana degenerada.

Demonstragao: Basta notar que a matriz de Gram de uma base ortonormal tem determi-
nante nulo se, e sé se, (-, -) é degenerada. Dai basta usar a proposi¢do anterior juntamente
com o fato de que todo espago admite base ortonormal. |

Proposicao 1.26 Se (-,-) é produto interno, entao a matriz de Gram GB tem determinante
positivo para qualquer base B.

Demonstragao: Numa base ortonormal B = {b;,...,b,} sempre temos (b;,b;) = 1 e
(bi,bj) = 0 para i # j, ou seja,

10 --- 0
01 --- 0

det GP =det | . . ) | =1
00 1



Proposicao 1.27 (Critério de Sylvester) Seja (-, ) uma forma hermitiana sobre V ndo

degenerada e seja B = {by,...,b,} wma base tal que as submatrizes de Gram GE =
(95)1§i,j§k de tamanho k tenham determinante nao nulo para k =1,...,n.
A quantidade de termos positivos e negativos na sequéncia
det(GE det(GE
det(G?), ( 2) ( n)

det(GP)" " det(GB )
sao, respectivamente, 14 e l_.
Demonstragao: A ideia da prova é construir uma base ortonormal b}, b5, ..., b, tal que
(1] + [b2] + [b3] + - - + [b&] = [b4] + [b3] + [b3] + - -~ + [bR]

para todo k=1,...,n.
Como det GF # 0 temos (by, by) # 0. Definindo ) = (| (b1, b1)|)~/2b; obtemos (b}, b)) =

+1. Trivialmente temos
[b1] + [b2] + [b3] + - - + [bx] = [b1] + [b2] + [bs] + - - + [bk]

parak=1,...,n.

Os espacos [b}] e [b1] + [b2] sdo nao degenerados, pois det(G¥) # 0 e det(GEF) # 0. Pela
proposicao existe um vetor by € [b1] + [be] ortogonal a V) e satisfazendo (bh, bs) = +1.
Desta forma b}, b, é base de [b1] + [be] e, portanto,

[01] + [b2] 4 [b3] + - - - + [be] = [b7] + [b] + [b3] + - - - + [bx]

parak=1,...,n.

Novamente usando a proposigao nos espagos [b)]+ [bh] C [b1] 4 [b2] + [b3] concluimos
que existe by satisfazendo (b5, b5) = £1 e perpendicular a [b]] + [b5] tal que b}, by, b é base
de [b1] + [b2] + [b3]. Portanto,

[01] + [ba] + [b3] + [ba] 4 - - + [b] = [b1] + [bo] + [b3] + [ba] + - - - + [b4]

parak=1,...,n.
Seguindo esse processo, obtemos a base ortonormal B' = {V/, b5, ... b, } desejada. Como

[b1] + [b2] + [bs] + -+ [bw] = [01] + [Ba] + [B] + -+ - + [BR]

para todo k, concluimos que sign(det(GP)) = sign(det(GF')). Assim a quantidade de
fatores positivos e negativos da sequéncia

det(GP) det(GE)
det(GB), S\r2) - Q)
) Get(@GB) " det(GB )

coincide com a quantidade de fatores positivos e negativos da sequéncia

det(GP) det(GF) det(GE)
U7 det(GB) T det(GB )
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que é a sequéncia
(b1,b1), (b2,b2), ..., (bn,bn),
pois
<b1,b1> 0 s 0
, 0 (b2, ba) - 0

G” =
0 0 <o (bp,by)
de onde segue o resultado. |
A seguir apresentamos uma bela prova da desigualdade de Cauchy-Schwartz.
Proposicao 1.28 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se (-,-) é produto interno, entdo
[(a, b)| < |al[b]
para todo a,b € V.

Demonstracao: Note que se a,b sdo linearmente dependentes, entdao a afirmacao é
trivialmente verdadeira. Suponha que a,b sdo linearmente independentes. Se B = {b1,bs}
é base ortonormal de [a] + [b], entdao (b1,b1) = 1 e (ba,b2) = 1, ou seja, a assinatura de
[a] + [b] é ++. Pela proposicao concluimos que

(a,a), det [izgg igéﬂ /{a, )

sdo numeros positivos, ou seja,

(a,a) (a,b)
det
‘ [(b, @ ko] "
de onde segue o resultado. |
Uma norma no espago K-linear V' é uma funcao |- | : V — R satisfazendo as seguintes

propriedades:
1. |Az| = |A||z| para todo (A, z) € K x V;
2. |z +y| < |z| + |y| para todo z,y € V;
3. |x| > 0 para todo x € V*.

A desigualdade no segundo item se chama desigualdade triangular.

Se (-,-) é produto interno, entdo a fungdo |z| = (z,2)"/? é uma norma. De fato, a
primeira e a ultima propriedade sdo triviais e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
temos:

o +y1* = (& +y,z +y) = (z,2) + (2,9) + (y.2) + (. 9)
< e + 2z, )| + [yl* < |2 + 2lzllyl + [y1* = (2] + [y])>,

ou seja, obtemos a desigualdade triangular |z + y| < |z| + |y

11
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Capitulo 2

Propriedades Basicas do Espaco
Projetivo

2.1. ESPAQO PROJETIVO

Fixe um espago K-linear V' de dimenséo finita n. O espaco projetivo Pg (V') é o conjunto
de todos os subespacos de V' de dimensao 1. Se nao houver ambiguidade, escreveremos
P (V) no lugar de Px (V).

Repare que existe uma aplica¢ao natural 7 : V* — P(V') dada por 7(z) = [z]. Podemos
projetivizar também subconjuntos de V*: Se W C V*, entao definimos P(W) := n(W).

Definicao 2.1 Considere o espagco K-linear Y e a fungio h : V* — Y. A funcio h é
homogénea de graul € R se

h(kx) = k'h(z) Y(k,z) e KX x V*.

Repare que podemos definir fun¢gdo homogénea de grau 0 para fungdes de V> em Y,
onde Y é um conjunto arbitrario.

Definicao 2.2 Considere o conjunto Y e a funcio h : V* =Y. A funcio h é homogénea
de grau 0 (ou K*-invariante) se

h(kz) = h(z) Y(k,z) € K* x V.

Se h é uma funcio homogénea de grau 0, entdo podemos definir a funcio h : P(V)—=Y
a partir da férmula h(p) = h(z), onde x é um vetor nio nulo qualquer de p. Néo é dificil
ver que a definicao de E(p) independe da escolha de z. Com efeito, se z e 2’ sao vetores
nao nulos de p, entao existe k # 0 satisfazendo 2’ = kz e dai segue que

h(z') = h(kz) = h(z).

Denotaremos h e h pela mesma letra.
Fica claro a partir dessa observacao que uma fun¢do homogénea de grau 0 nada mais é
que uma funcio do projetivo. Com isso em mente adotaremos o seguinte "slogan":
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Fungoes homogéneas de grau 0 de V* em Y = Funcgoes de P(V) em Y.

Definicao 2.3 Um cone C em V* é um subconjunto de V* tal que kx € C para todo
x € C e todo k € K*. Podemos definir o que é uma fungdo homogénea de grau I em C
analogamente ao que fizemos acima: Uma fungio h : C —'Y é homogénea de graul se

h(kz) = K'h(z) V(k,z) e KX x C.

Sempre que temos uma funcdo h : C' = Y homogénea de grau 0, podemos definir
h:P(C)—Y pela formula h(p) = h(zx), onde z € p é ndo nulo.

Além disso, se temos a funcio h: C' — R e se existe [ € R tal que h(kz) = |k|'h(z) para
todo (k,x) € K* x C, ainda faz sentido escrever h(p) > 0, h(p) = 0 e h(p) < 0 para pontos
p € P(C). Dizemos que h(p) > 0 quando h(z) > 0 para todo x € p nao nulo, h(p) < 0
quando h(z) < 0 para todo x € p ndo nulo e h(p) = 0 quando h(x) = 0 para todo x € p
nao nulo.

A aplicacao m : V* — P(V) nos fornece uma bijecdo entre os cones de V* e os
subespagos de P(V). De fato, se C' é um cone de V*, entdao P(C) é um subconjunto
de P(V) e 771 (P(C)) = C. Por outro lado, se S ¢ P(V), entdo 7~ 1(S) é um cone
e m(771(9)) = S. Logo, a aplicacio C + P(C) é uma bijecdo entre cones de V> e
subconjuntos de P(V).

2.2. TOPOLOGIA E ESTRUTURA SUAVE
Proposicao 2.4 FEzxiste uma norma em V e toda norma em V induz a mesma topologia.

Demonstragao: Considere uma base b1,...,b, em V e defina a norma

2y = y/lzaf? + -+ laal?,

onde z = >, ;bg. Assim, V admite uma norma.
Se considerarmos o isomorfismo linear ¢ : K — V dado por

d(x1,...,xpn) = Z b,
k=1

entdo a aplicacdo ¢ : (K", |- |gxn) — (V,| - |v) é isometria, onde sobre K" se considera a
norma usual

(@1, szl = |21+ -+ 2.

Como a esfera em K" é compacta, obtemos que a esfera S = {x € V : ||y = 1} é um
conjunto compacto.

Considere outra norma |- | em V. Se x = > xxbg, entdo usando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz obtém-se

1/2
] < [bg] || < <Z|bk2> |zlv,
P

k

14



de onde segue que |- | é uma fungao continua em (V.| - |y).

Como |- | é continua, S é compacto e |z| # 0 para todo = € S, ja que 0 € S, existem
0 < ¢1 < ¢g tais que ¢ < |z| < ¢ para todo z € S. Assim, dado que z # 0, sabemos que
z/|z|y € S e, portanto,

de onde segue que ci|z|y < |x| < eo|z|y para todo z # 0. Como a desigualdade vale
trivialmente para x = 0, concluimos que | - |y e | - | induzem a mesma topologia. |

Portanto, V' é naturalmente um espaco topoldgico e desta forma podemos induzir em
P (V) a topologia quociente do mapa 7 : V* — P(V), isto é, U é aberto em P (V) se, e s6
se, 7 1(U) é aberto em V.

Proposicao 2.5 A aplicagio w: V> — P(V) é continua e aberta.

Demonstragao: Que 7 é continua é trivial por causa da definicdo da topologia de
P (V). Considere um aberto U aberto em V*, o conjunto 7(U) é aberto em P (V') porque
71 (7(U)) = UgerxalU é aberto em V* (basta notar que é unido de abertos). |

Proposicao 2.6 Considere uma aplica¢io f: P(V) — Z, onde Z é um espago topoldgico.
Temos que f € continua se, e sé se, fom é continua.

Demonstragao: Se f é continua, entdo claramente f o7 é continua. Agora mostremos a
reciproca, ou seja, suponha que f om é continua e mostremos que f é continua. Considere
um aberto W em Z. Como 7~ '(f~Y(W)) = (f o7)"(W) é aberto em VX, temos que
m(r =L (f~H(W)) é aberto em P(V), pois a aplicagio 7 é aberta. Como (7~ L(f~1(W))) =
f~Y(W), finalizamos a prova. |

Para toda funcao f : U — K continua, onde U C P(V) é aberto, existe uma fungao
continua g = f o em 7 *(U) homogénea de grau 0. Por outro lado, se g : 77 1(U) — K
é continua e homogénea de grau 0, entao podemos definir f(p) := g(z), z € p— {0}, e
teremos g = f o . Por argumento analogo ao feito na proposicao anterior, fazendo uso de
que 7 é aberta, concluimos que f é continua. Logo, podemos fazer a seguinte identificacao:

C(U) ={f € C(z~Y(U)) : f é homogéneo de grau 0}.
Proposicao 2.7 O espaco projetivo é compacto.

Demonstracgao: Fixe uma base by,...,b, e defina a norma

2l =l + -+
onde x = >, xibx.
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A esfera S = {x € V : |z|y = 1} é compacta e a aplicacdo 7 : S — P(V) é continua e
sobrejetora, ou seja, P(V') é imagem de um compacto por uma fungéo continua e, portanto,
é compacto. |

Proposicao 2.8 O espaco projetivo é Hausdorff.

Demonstracgao: Considere a norma |- |y e a esfera S como na prova da proposicao anterior.
Considere dois pontos p; e po distintos em P (V). Existem x1 e x2 em S tais que p; = [x;].
Como p; NS = {kx; : |k| = 1}, concluimos que p; NS e p2 N S sdo compactos. Como
p1 # po, entdo temos que p; NS e po NS sdo fechados disjuntos. Pelo lema de Urysohn
existe g : S — [0, 1] continua tal que g|,, =0 e g, = 1. A partir dessa fungdo queremos
definir uma fungao no projetivo, mas primeiro devemos fazer um argumento de média para
deixa-la homogénea de grau 0.
Se K =R, entao defina

) = 2 H90)
e se K = C, entao defina
1 2 .
h(z) = —/ g(e®x)ds.
21 Jo

Em todo caso, h é continua e h(kz) = h(z) sempre que |k| = 1. Definindo h(z) = h(z/|x|)
obtemos uma fungdo homogénea de grau 0 e continua de V* em [0, 1] tal que E(:p) =0
para todo z € p; nao nulo e ﬁ(az) = 1 para todo z € ps nao nulo. Defina para cada
p € P(V) a funcdo h(p) = ?L(.f), onde z € p é nao nulo. Sabemos que essa aplicacao
estd bem definida e é continua, por causa da proposi¢ao 2.6 Tomando as vizinhangas
Uy={peP(V):h(p) <1/2} e Uy = {p € P(V): h(p) > 1/2} de p; e pa, respectivamente,
obtém-se Uy N Us = (), que é o resultado desejado. |

Proposicao 2.9 O espago projetivo tem base enumerdvel.

Demonstragao: Repare que V tem base enumeravel porque é homeomorfo a K". Existe
entdo uma base B enumerdvel para V*. Defina B como sendo o conjunto dos aberto
7(B) com B € B. Se U é aberto em P(V), entdo V = 7~ 1(U) é aberto em V*. Temos
que V = U;B; para uma familia {B;} de abertos de B. Assim temos U = n(V) = U;n(B;),
finalizando a prova. |

Discutamos o projetivo como variedade suave.

Primeiramente, um espaco vetorial V' de dimensao n é variedade em que as cartas sao
isomorfismos lineares de V' em K". De fato, basta notar que se ¢1 : V — K" e ¢ : V — K"
sdo isomorfismos lineares, entdo ¢9 o qbl_l : K" — K" é isomorfismo linear, que é fungao
suave.

LA aplicacdio 7 é aberta.
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Assim, do ponto de vista de variedades suaves, um espaco vetorial n-dimensional V' e
K™ sao iguais.
Considere o funcional linear ndo nulo £ : V' — K e defina

Us={peP(V):&p) #0} e A¢={zxecV:{x)=1}
O conjunto A¢ é subespaco afim de V.

Observacao 2.10 Um subconjunto S de V' é um subespaco afim se existem b € S e um
subespaco vetorial W de V' tal que S = b+ W, ou seja, se S é um subespago vetorial
transladado. No caso em que S = Ag, temos que b € um vetor qualquer satisfazendo {(b) = 1
e W =ker§. Assim, A¢ = b+ ker&.

Um subespaco afim é sempre uma variedade com as cartas Ty : S — W dadas por
Ty(z) = x—b, onde b € S. Repare que as mudancas de cartas sio Ty oT), *(z) = z+ (b— 1),
que sdo suave. Assim, do ponto de vista suave, Ag, ker§ e K" ! sdo a mesma variedade
suave. Com isso em mente, podemos usar A¢ para fazer as cartas do espago projetivo.

A seguinte aplicacao
(bg : Ug — Ag,
dada por
P p

¢§(p) = ma

¢ homeomorfismo cuja inversa é qbgl(:c) = [z]. Se ¢ : V — K é outro funcional linear nao
nulo, entdo podemos considerar o homeomorfismo

O : Uy — Ay
e assim temos -
¢ © ¢;1 Tr)=—77,
¢ (z) e

que é uma fungao suave. Assim, P(V') é variedade suave de dimensao (n — 1) dimg K com
as cartas ¢¢, onde £ € V*\ {0}.

Claramente P (V') é variedade complexa de dimensao complexa n — 1 quando K = C, ou
seja, P(V) tem dimensao 2(n — 1) como variedade real.

Com a estrutura de variedade suave temos que a aplicagdo 7 : V* — P(V) é suave, ja

que para toda carta ¢¢ temos ¢¢ o m(x) = % Assim, se f: U — R é uma funcdo suave no

aberto U de P(V), entdo g = f o7 é suave em 7~ 1(U) e homogénea de grau 0. Por outro
lado, se U C P(V) é aberto e g : 771 (U) — R é uma funcio suave e homogénea de grau 0,
entdo existe uma unica funcdo f : U — R suave satisfazendo g = f o 7. Para ver que tal f
¢ suave, basta notar que na carta ¢¢ podemos escrever f como f o ¢g1(az) = f([z]) = g(=),
que é suave, ou seja, f é suave em U. Desta forma, temos a seguinte identificacao:

C®WU) = {f e C®(r"YU)): f é homogénea de grau 0}.
No caso em que K = C, pode-se considerar o resultado analogo para fungoes holomorfas.
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2.3. PROJETIVO EM COORDENADAS

Na segdo anterior explicamos como se define a estrutra suave em P(V). Faremos a
seguir uma breve discussao sobre o caso em que V' tem uma base pré-fixada.

Tome uma base by,...,b, de V. Se x = ), ;b; é um vetor nao nulo de V, entao
denotaremos [z] por [z1,...,2,]. Desta forma,

P(V)=A{lx1,...,xn) : (x1,...,2,) € K"\ {0}}.

Como vimos, funcionais nao nulos de V' nos dao cartas de P(V'). Considere a base dual
&1,...,&, associada a base by, ..., by, i.e., o funcional & é dado por & (x) = zy.
Assim, temos o espago afim

Agk: {Zl‘ibiZJIiEKel‘k:l}

e o aberto
ng = {[ml,...,xn] LTk 7& O}

de P(V), como foi discutido na segdo anterior.
Para cada k, a carta ¢¢, : Ug, — Ag, é dada por

(bgk([ajl, Ce ,l’n]) = Zﬁbz,

cuja inversa ¢é a funcao

ngcl (Zxd)z) =[z1,...,Tk-1, L, Tps1,...,Tp]
i

Denotaremos ¢¢, por ¢y, Ug, por Uy e identificaremos A¢, com K"~!. Podemos desta
forma escrever a carta ¢, : Uy, — K"~ !, dada por

L1 Th—1 Tk41 x
¢k([xla”'7xn]):<)"'a ) +7"'an)a
T Tk Tl Tl

Cj . ;] ]
¢k_ (IE 7...,xk7 ,xk+ 7...,xn)— X ,...,:Ek, 717$k+ ,...7:1;”.

Nao é dificil ver que UxUr = P(V) e, portanto, as cartas ¢z, ..., ¢, formam um atlas
de P(V).

2.4. ESPACO TANGENTE

No que segue sempre pensaremos em P (V') como variedade suave. Estudemos agora o
espago tangente de P(V).
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Considere um ponto p do projetivo, uma aplicagdo K-linear ¢ : p — V/p e uma fungao
suave f € C°(P(V)). Para cada = € p ndo nulo e para cada representante v de t(z) defina

tf f(x + ev).

- & e=0
Essa aplicagao f + tf serd uma derivagao em p, isto é, um funcional linear de C*°(P(V))
que satisfaz a regra de Leibniz.
Precisamos mostrar que a definicdo de tf independe da escolha de x e v.
Se v' é outro representante de t(z), entdo h := v — v’ € p. Dai segue que

flz+e)+ d

d
flx+ev) = . %

— h

e=0

de

pois o diferencial’] d, f é linear, isto &, dyf(v) = duf(v' + h) = du f(V') + ds f(h).
Como h € p, existe a € K satisfazendo h = ax e, portanto,

d
o faray= 5| fregn= 5| f@-o
pois f(x) = f((1+ ea)x). Desta forma concluimos que
d o d ,
a o f(ﬂf + EU) = & o f(fl: + ev )

ou seja, nossa defini¢do ndo depende da escolha de representante de t(z) . Se y é outro
vetor nao nulo de p, entdo hd o # 0 satisfazendo y = ax. Se v é representante de t(x),
entdo u = aw é representante de ¢(y). Assim,

d

de

flax + eav) = 4

d
flz+ev)= — . o

e=0

ou seja, nao ha dependéncia da escolha de x na defini¢do de tf.
Repare que t é derivacao, ou seja, temos o mapa R-linear

T : Ling(p, V/p) = T,P(V)
dado por T'(t) = t.

Proposicao 2.11 Se %’ _0 f(z + ev) =0 para toda f € C®(P(V)), entdo v € paralelo a
x.

Demonstragao: Considere uma base by, ...,b,, onde by = z. Temos que v = >, a;b;.
Claramente, se v' = 37, .4 a;b;, entao temos

d

Y feray= 2| fatre)

e=0 de e=0

2Lembre-se do calculo que d, f(v) := <

- flx + ev).

e=0
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Considere a funcao

\ul —i—ui\z

(1) =

de C*®(P(V)),com i =2,...,n, onde u = uiby + - - - + upby,.

Para : =2,...,n temos
d , d 1+ 2eq; + €2|a|?
- (T +ev) = —
de ezofl( )= e =0 L+ [a3+ -+ 2]
d
= e (14 2eq; + € [?) (1 — a3+ +al]+ 0(62)) = 2q,
e=0

. . . d
de onde se conclui que «; = 0, pois 4

. fi(z +e') = 0.
€=
Assim, ags = ag = -+ = «, = 0, implicando que v é paralelo a . |

Proposigao 2.12 A aplicacdo linear T : Ling (p, V/p) — T, M € isomorfismo R-linear.

Demonstragao: Mostremos primeiramente que 7' é injetora. Isso seguird imediatamente
da proposi¢ao anterior. Se

d
t € Ling(p,V/p) e tf:@ flx+ev)=0
e=0

para toda f € C°(P(V)), onde x € p\ {0} e v é representante de ¢(z), entdo v é paralelo a
x, ou seja, t(x) = 0 e, consequentemente, t = 0, o que garante a injetividade de T
Como dimpg Ling (p, V/p) = (n — 1) dimg K = dimg T,P(V), segue que T" ¢é isomorfismo.
|

Logo, podemos realizar a seguinte identificagdo
T,P(V) = Ling (p, V/p).

O projetivo P(V') herda a geometria de V. Dada uma forma Hermitiana nao degeneradaﬂ
(-,-) em V', podemos estudar como essa forma funciona no projetivo.
Definimos

B(V)={peP(V):(p,p) <0}

S(V)={pePV):({p,p) =0}

E(V)={peP(V):(p,p) >0}
Assim temos

P(V)=B(V)uSV)uE(V).

Os pontos de B(V') sao os negativos, os pontos de S(V') sdo os isotrépicos e os pontos de
E(V) sao os positivos. A notagdo B, S e E se referem ao caso em que (-, ) tem assinatura
— 4 ---+. Nesse caso, como veremos mais para frente, B(V) é um "Ball", S(V) é um
"Sphere'e E(V) se refere a "Elsewhere".

3Sempre assumiremos que as formas Hermitianas sio nio degeneradas a menos que seja dito o contrario.
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Proposicao 2.13 Se p € P(V) ndo ¢ isotrépico, entdo V/p e p™ sdo naturalmente K-
isomorfos.

Demonstragio: Considere a aplicacio K-linear S : p* — V/p dada por T(v) = [v].
Mostremos que 7' é injetora. Se T'(v) = [v] = [0], entdo v € p e, portanto, v € p N p*. Pela
proposicao m temos que p Npt = 0, pois p é subespaco nio degenerado, ja que (p,p) # 0.
Dai segue que v = 0 e, portanto, .S é injetora.
Por S ser injetora concluimos que é isomorfismo, pois dimg p* = dimg V/p = n — 1.
|

Logo, no caso em que p é ndo isotrépico podemos escrever
V/p=p*

e, portanto,
Ling (p, p*) = Ling (p, V/p).

Desta forma, se t € Ling(p,p"), entdo podemos derivar f € C°(P(V)) da seguinte
forma:

_ 4
a dE e=0

tf f(x + etz).
Para todo ponto nao isotrépico p também podemos definir a forma hermitiana

(-,) : L,P(V)xT,P(V) - K

dada por
(t1p, tap)
t1,t2)p = ————
(1. T2y (p,p)
ou por
(tip, tap)
tl,t2> = -
(1. T2y (p, p)

Assim, a aplicagdo p — (-, ), é uma métrica hermitiana em P(V) \ S(V). Quando néo
houver ambiguidade, omitiremos o indice p da férmula (-, -),,.
Normalmente escolhemos o sinal que for mais conveniente no contexto.

A parte real g, = Re (-, )p ¢ uma métrica pseudo-Riemanniana.

2.5.  CAMPOS VETORIAIS
Definicao 2.14 Considere o ponto p nao isotrépico de P(V'). Temos as sequintes projecoes:

mp: V-V
(v,p)
(p,p)

V=
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wpl: V=V

v v — 7 [pv.
A projecao @' projeta vetores na dire¢io de p e ™ projeta vetores em pt.
Observacao 2.15 A aplicagao 7' [p] estd bem definida porque para cada v € V a fungao

T —
x,T)

de V* em V é homogénea de grau 0.

Se t € T,P(V) = Ling(p,p*), entdo podemos estender t para Ling(V,V) definindo

t|,. = 0. Assim, temos

p
T,P(V) C Ling(V, V).

De agora em diante, sempre pensaremos em 1,P (V') como subespaco de Ling (V, V).
Se t € Ling(V, V), entdo podemos definir o vetor t, € T,P(V) pela férmula

tp =m[p] ot on[p].

Repare que essa aplicagao t — t, de Ling (V, V) em T,P(V) é uma projecao linear.
Para t € T,P(V') valem as seguintes propriedades:

1. ton'[p]| =w[p]ot =t,
2. 7'[plot =tomn[p] =0.
O interessante é que essas duas propriedades caracterizam T,P (V).

Proposicao 2.16 Set € Ling(V,V) satisfaz os itens 1 e 2 acima, entio t € T,P(V).

Demonstragio: Como to7'[p] =t etom[p| =0, temos que t|, =t e t[,. =0.
Além disso, de m[p]ot =t e w'[p] ot = 0, concluimos que Im¢ C p*. Assim, ¢ é extensao
da transformacao linear p — p* dada por = — t(z) e t|,. = 0. Logo, t € T,P(V). |

Definicao 2.17 Seja U C P(V) aberto sem pontos isotropicos. Um campo vetorial A
em U € uma fun¢ao suave A : U — Ling(V,V) tal que A(p) € T,P(V) para todo p € U.
Denotaremos o conjunto dos campos vetoriais em U por X(U).

Claramente temos a seguinte identificacao:
X(U)={A:77'U = Ling(V,V) : A é homogéneo de grau 0 e A(x) € TP (V)},

onde 7 : V> — P(V) é a projecao natural.
Entre os campos vetoriais existem os seguintes campos especiais.
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Definicao 2.18 O campo espalhado de t € Ling(V,V) é o campo suave definido pela
formula

Mais explicitamente,
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