Introducao a Teoria dos Grafos

Aula 3

Teorema 4. As seguintes afirmagoes sao equivalentes para um grafo G:

1. G é uma arvore.

ii. G é um grafo conexo minimal, isto é, G é conexo e, se ry € E(G), entao G — xy é
desconexo.

iii. G é um grafo maximal aciclico, isto é, G é aciclico e, se x, y sao vértices nao adjacentes
de G, entao G + xy contém um ciclo.

Demonstra¢ao. Suponha que G é uma arvore. Para uma aresta xy € E(G), o grafo G — xy
nao pode conter um caminho x —y xz12,...2,y, caso contrario, GG conteria o ciclo xz;25...2;Y.
Portanto, G — zy é desconexo, e, entao, G é um grafo conexo minimal. Similarmente, se x e
y sao vértices nao adjacentes da arvore GG, entao G contém um caminho xz;....2;y, e, entao,
G + zy contém o ciclo xz;...2;y. Portanto, G é um grafo aciclico maximal.

Suponha, agora, que G é um grafo conexo minimal. Se G contém um ciclo xz;2s...21y,
entao G — zy ainda é conexo, uma vez que num passeio u — v em G a aresta xy pode ser
substituida pelo caminho xz...z,y. Logo, G é aciclico e, portanto, € uma arvore.

Finalmente, suponha que G é um grafo aciclico maximal. G é conexo, uma vez que, se
x e y pertencem a diferentes componentes, G+ zy nao tem o ciclo xz;...2;xy. Logo, G é uma
arvore.
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Construindo arvores. Tome um vértice z, eseja V; = {y € G : d(z,y) = i},i = 0,1,
Note que, se y; € V;,1 > 0, e x2122...2;_1y; ¢ um caminho = — y;, entéo d(z, z;) = j para
todo 0 < j < ¢. Em particular, V; # 0, e, para todo y € V;, i > 0, existe um vértice
y € V;_y ligado a y. Seja T o subgrafo de G com conjunto de vértices V' e conjunto de
arestas E(T) = {yy' : y # x}. Entdo, T é conexo, uma vez que, se W é qualquer subcon-
junto de V' e w é um vértice em W com distancia maxima até z, entao w esté unido a, no

méaximo, um vértice de W.

Como, pelo teorema 4, toda arvore tem uma tnica arvore de extensao, ela mesma, temos
o seguinte resultado:

Corolario 2. Uma arvore de ordem n tem tamanho n — 1; uma floresta de ordem n
com k componentes tem tamanho n — k.

Demonstracao. Construcgao da arvore. O]



Corolario 3. Uma arvore de ordem pelo menos 2 contém pelo menos 2 vértices de grau

Demonstracao. Seja dy < dy < ... < d, uma sequéncia de graus de uma arvore T' de ordem
n > 2. Como T é conexa, 0(T) = dy > 1. Como, se T' tem no maximo um vértice de grau
1, pelo corolario 2,

2n—2=2e(T) =) di>1+2n-—1).
1

3. Ciclos Hamiltonianos e circuitos Eulerianos.

Definicao 1. Um ciclo contendo todos os vértices de grafo é dito um ciclo Hamiltoniano
do grafo. Um caminho Hamiltoniano de um grafo é um caminho contendo todos os vértices
do grafo. Um grafo contendo um ciclo Hamiltoniano é dito Hamiltoniano.

Teorema 1. Para n > 3, o grafo completo K, é decomponivel em ciclos Hamiltoni-
anos sem arestas em comum se, e s6 se, n é impar. Para n > 2, o grafo completo K, ¢é
decomponivel em caminhos Hamiltonianos sem arestas em comum se, e s6 se, n é par.

Demonstra¢ao. Como K, é (n — 1)-regular, e um ciclo Hamiltoniano é 2-regular, uma con-
di¢ao necessaria para decompormos K, em ciclos é que n — 1 seja par, isto é, n deve ser
impar.

Vamos assumir, agora, que n é impar, n > 3. Excluindo-se um vértice de K,,, vemos
que, se K,, é uniao de %(n — 1) ciclos Hamiltonianos, K,_; é a uniao de %(n — 1) caminhos
Hamiltonianos. Vemos que, para valores pares de n, o grafo K, _; é, de fato, a uniao de
2(n — 1) caminhos Hamiltonianos. Nessa decomposi¢ao de K,_; em 3(n — 1) caminhos
Hamiltonianos, cada vértice é vértice final de exatamente um caminho Hamiltoniano. Con-
sequentemente, se adicionarmos um novo vértice u a K, 1 e estendermos cada caminho
Hamiltoniano em K,,_; a um ciclo em K,,, obtemos uma decomposicao de K, em %(n - 1)
ciclos Hamiltonianos sem arestas em comum.
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Definicao 2. Um circuito Fuleriano em G é um circuito contendo todas as arestas de
G. Uma trilha contendo todas as arestas é uma trilha Euleriana. Um grafo é Euleriano se
tem um circuito Euleriano.

Teorema 2. Um grafo conexo nao trivial tem um circuito Euleriano se, e so se, cada
vértice tem grau par. Um grafo conexo tem uma trilha Euleriana de um vértice X a um
vértice y se, e sO se, T e y sao 0s Unicos vértices com grau impar.



Demonstracao. As condigoes sao claramente necessarias. Por exemplo, se G tem um circuito
Euleriano z1xs...2,, € x ocorre k vezes na sequéncia xy, Xa, ..., Ty, entao d(z) = 2k.

Provamos a suficiéncia da primeira condi¢ao por indug¢ao no niimero de arestas. Se nao
existem arestas, nao h& o que provar. Entao, seguimos por inducgao.

Seja G um grafo conexo nao trivial no qual cada vértice tem grau par.

Seja e(G) > 1, sabemos que §(G) > 2, entdo, pelo corolario 3 da se¢ao 2, G contém um
ciclo. Seja C' um circuito em G com o numero maximo de vértices. Suponha que C' nao é
Euleriano. Como G é conexo, C' contém um vértice x numa componente nao trivial H de
G —E(C). Todo vértice de H tem grau par em H, entao, por hipotese de indugao, H contém
um circuito Euleriano D. Os circuitos D e C' sao disjuntos por arestas e tém um vértice em
comum, entao podem ser concatenados para formarem um circuito com mais arestas que C'.
Como isso contradiz a maximalidade de e(C), o circuito C' é Euleriano.

Suponhamos, agora, que GG é conexo e T e y sao os Unicos vértices de grau impar. Seja
G* obtido de G adicionando-se a G um vértice v junto com as arestas ux e zy. Entao,
pela primeira parte, Gx tem um circuito Euleriano C*. Claramente, C* — u é uma trilha
Euleriana de x a y.
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